INTRODUCERE

Statica constructiilor este una din disciplinele de bazi in pregitirea stu-
dentilor de la facultiitile de constructii.

Prezenta culegerc de probleme a fost intocmita in scopul de a se pune la
dispozitia studenfilor un numir cit mai mare de aplicatii complet rezolvate,
care si constituie un ajutor in studiul acestei discipline. Lucrarea poate fj
consultatd si de inginerii din institutele de proiectare de specialitate, precum
si de studentii altor facultiti cu profil tehnic.

- In general s-a cdutat ca in ordinea de tratare a problemelor si se urmi-
reascd succesiunea din programa analiticd a cursului de statica constructiilor,
prezentindu-se citeva exemple pentru fiecare tip de problemsi, cu eviden’tierea
diferitelor particularitdfi.

La inceputul fiecdrui capitol sint expuse succint ideile de bazi si sint date
formulele utilizate in rezolvarea problemelor, considerindu-se c¢i cei care vor
consulta aceastdi lucrare au studiat integral partea teoretici, fie din manualele
de specialitate {13], [19], [25], fie la cursuri. De asemenea s-a urmirit ca
problemele prezentate si fie de natura celor freevent intflnite in practica
constructiilor industriale si ingineregti.

Culegerea de probleme se ocupd in exclusivitate cu calculul in domeniul
elastic, acceplindu-se urmitoarcle ipoteze:

1) Materialele din carc sint executate constructiile sint perfect elastice,
adica satisfac legea lui Hooke, a proportionalitiitii intre eforturile unitare si
deformatiile specifice; ’

2) Deplasirile sistemului sint mici in raport cu dimensiunile reale ale
constructiilor, astfel incit se pot considera infinit mici. In baza acestei ipoteze
se admite scrierea ecuafiilor de echilibru static pe schema nedeformati a
constructiei.

Tinind seama de aceste doud ipoteze, in cele ce urmeazi se poate aplica
principiul. suprapunerii efectelor pentru caleulul eforturilor si deplasirilor,
precum si ecuatiile mecanicii teoretice pentru scrierea conditiilor de echilibru
al corpurilor. '
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Din mecanica Lleoreticd se cunose conditiile echilibrului static. Vectorial,
aceste conditii se exprimi prin doud ecuatii:
} T %
h=0
(1)
M=0

Proiectind ecuatiile vectoriale (1) pe axele de coordonate se obtin, peniru
cazul sistemelor spatiale, 6 ecuatii scalare:

X0
R=0; Y =0

$Z=0 @
S M, =0
S M, =0
I Mp=0

Ecuatiile (1) sint valabile pentru orice punct arbitrar din spatiu.

Pentru sistemele de forte plane, actionind, de exemplu, in planul zoy.
din cele 6 ecualii rimin numai 3, doudl ecuafii de proiectii pe axele ox si
oy si o ecuatic de moment in raport cu axa normali pe plan:

TX=0
M, =O0. (3
V=0

Ecuatiile de echilibru static se pot utiliza aga cum sint indicate in relatiile
(8) sau se pot folosi: o ecuatic de proiectie si doua de moment sau 3 ccvatii
de moment in raport cu 3 puncte necoliniare din plan.

In majoritatea capitolelor se studiazi sistemele plane incircale cu forle
aflate in planul lor. Observatii referitoare la sistemele spatiale se vor face la
capitolele respective (XI si XII).

Unititile de misuri utilizate sint cele obisnuite (MK{S), adici:

— pentru forte — kilogramul fortd sau tona fortd;

— pentru lungimi — metrul.

in anexid sint date unititile de misurd atit in sistemul MKfS cit si in
sistemul international.
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Structurile de rezistenta sint alcdtuite din unul sau mai multe corpuri,
legate intre ele prin legdturi interioare ;
“Oricare ar fi alcituirea structurii, ea trebuie si fie legald cu terenul prin
diferite rezemari. In caleulul static se accepti numai legaturile idealizate de
tipul celor descrise mai jos.

In plan, tipurile de rezemiiri sint:

1) Reazemul simplu (fig. L.1, @) care impiedicad deplasarea pe o directie
(normali la planul de rezemare sau pe directia pendulului), ldsind liberid
deplasarea in planul de rezemare si rotirea in jurul punctului de rezemare,

7777 T 777 777

Fig, 1.1.

; Unui reazem simplu ii corespunde o reactiune (for{i) cu punct de aplicatie
si direcfie cunoscute (perpendicularit pe planul de rezemare). in calcule, reaze-
mul simplu introduce o singuri necunoscuti: marimea reactiunii,
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2) Articulatia pland (fig. 1.1, D), care impiedica deplasiirile de translatie
in plan, lisind liberd numai rotirea. :

Articulatiei {i corespunde o reactiune fortd cu punct de aplicatie cunoscut,
dar de mirime si directie necunoscuti. :

Reactiunea se poate descompune dupi douit directii rectangulare (de exem-
plu, ox si oy), acceptind ca necunoscute cele dous componente ale ej.

3) Incastrarea (fig. 1.1, ¢) suprimi orice posibilitate de deplasare. Incastra-
rea introduce in calcul o reactiune fortd, cireia nu i se cunoagle punctul de
aplicatie, directia si mirimea.

Reducind aceastd fortd in raport cu punctul de incastrare, se obtin un
moment si doud componente fortd, adici trei necunoscute.

Reactiunile se pot calcula pe cale analitici (utilizind ecuatiile de echilibru
static). pe cale grafici sau folosind principiul lucrului mecanic virtual.

a. Metoda analiticd

Suprimind legiturile si introducind reactiunile, structura devine un corp
liber supus actiunii fortelor exterioare date si a reactiunmilor.

Din mecanica teoretici se stie c¢i dacd uu corp este supus actiunii unui
sistem de forte actionind in planul siu si daci numirul de necunoscute este
egal cu numirul de ecuatii de echilibru slatic se spune ci acest corp este
static determinat, iar ecuatiile de echilibru static sint suficiente pentru rezol-
varea problemei.

La un sistem de corpuri legale intre ele prin legaturi intericare (de exem-
plu, articulafii, reazeme simple etc.), calculul reactiunilor se efectueazi prin
metodele cunoscute din mecanica teoretici, si anume prin separarea corpurilor
sau prin tratarea echilibrului corpurilor in ansamblu, punind si conditiile
specifice legdturilor interioare existente.

Fr s
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Fig. 1.2

Aplicarea separirii corpurilor introduce notiunca de forte de legituri
interioare, care sinl perechi de forte egale si de sens contrar (pe haza princi-
piului actiunii si reactiunii).

De exemplu, structura din figura 1.2 este alcatuita din dous corpuri. Pentru
calculul reactiunilor se separa corpurile, se pun in evidenta fortele de legi-
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turd exterioare §i interioare si se scriu ecuafiile de echilibru static pentru
fiecare corp in parte, obtinindu-se un sistem de 6 ecuatii cu 6 necunoscute,
deoarece fortele de legaturd sint egale dous cite doui.

Scriind echilibrul intregului sistem, rezolvarea se face utilizind cele trei
ecuafii de echilibru static (pentru intreg ansamblul) si o ecuatie de moment
incovoietor egal cu zero, in raport cu articulatia interioari din punctul C.

In ecuatii intervin numai fortele din legiturile cu terenul (fortele din
legdturile interioare nu apar). La structura din figura 1.2, ¢, necunoscutele
sint Vg, Hy, Vy si Hy, iar ecuatiile ce se pot scrie pentru determinarea
lor sint: T X=0, ¥Y=0, ¥ M,=0, M;,=0.

b. Metoda graficd

Se bazeazd pe concluziile obtinute in mecanica teoretici referitoare la
echilibrul unui corp supus actiunii a trei forte si anume: — pentru ca trei
ferfe situate in acelasi plan, s3 fie in echilibru trebuie ca ele si fie concurente,

Pentru sistemele de bare actionate de forte in planul lor, conditia de con-
curentd da posibilitatea determinirii directiilor de actiune a reactiunilor,
mérimea lor fiind determinatd din poligonul inchis al celor trei forte.

Practic se determind intii marimea si directia rezultantei fortelor exterioare,
apoi din conditia de concurenti a rezultantei cu reactiunile ce actioneazi
asupra corpului se obtin directiile reactiunilor $i ulterior mirimea lor din
poligonul fortelor.

De exemplu, in figura 1.3, a este reprezentat un sistem de doui corpuri
AC 51 BC incarcat cu forta exterioari P.

P
£z =Ry
A YA '
a) c)

Fig. 1.3.

Desticind legitura interioard din C, fiecare corp trebuie si fie in cchilibru
sub acfiunea forfelor exterioare si a celor de legitura.

Corpul BC este actionat de reactiunile din B si C, care conform condifiei
de echilibru trebuie si fie coliniare, egale si de sens contrar (fig. 1.3, ¢).

Corpul AC este solicitat de reactiunea din C, de forfa P si de reactiunea
din A. Cunoscind directia reactiunii Rg i a forlei P se determini punctul



8 STATICA CONSTRUCTITLOR

lor de intersectie ). Punctul de aplicatie a reactiunii R, este cunoscut (arti-
culatia A), punctul D este un al doilea punct de pe direcfia pe care actio-
neazid R4 (condifia de concurentd a trei forfe in echilibru). Tn acest mod sc
determind directia reactiunii Ry (fig. 1.3, b).

Din poligonul fortelor se determinid mdrimea reactiunilor Ry si Re si
apoi Rp, care este egald cu Re. Sensul reactiunii Ry rezultid din figura 1.3, c.

In cazul fortelor paralele directiile reactiunilor fiind cunoscute, {rebuic
determinatd numai marimea lor. Utilizind poligonul fortelor si poligonul
funicular, se obtine mirimea reactiunilor.

¢. Metoda lucrului mecanic virtua!

Pentru incepul se reaminfese notiunile din meeanica teoreticd referitoare
la modul de determinare a centrelor ‘instantanee de rotatie si teorema de
coliniaritate ale aceslor centre. :

Centrul instantancu de rotatic este punctul in jwrul civuia se roteste un
corp aflat in miscare relativi. In staticd, notiunea de deplassre trebuie infe-
leasd in sensul de deplasare infinitesimali.

Centrele instantance se determini ca puncte de intersectie a razelor vectoare
normale pe directia vitezelor puncielor corpului. :

Centrele de rotatie ale corpurilor unui lant cinematic, dintre corpuri [acind
parte si baza de sustincre, se imparl in douii categorii:

— centre instantanee absolule de rotatie;

— cenlre instantance relative de rotatie,

Centrul absolut de rotatie al unui corp este punctul care are viteza absoluta
egald cu zero.

Notind corpurile lantului cinematic cu I, IT ete., centrul absolut de rotatic
se va nota cu 7p, Zp cte. Primul indice indici corpul ciruia aparline centrnl
de rotatie, iar litera p indici faptul i centrul este absolut.

Centrul relativ de rotatic a doud corpuri este punctul in care cele doug
corpuri au deplasarea egali. sau, altfel exprimat, este punctul in care viteza
relativi este nulit. Aceste centre se noteazit cu 12, 23 ¢le,, adicd centrul relativ
al corpurilor I si II, IT si Il etc.

Unele probleme de statici se pot rezolva utilizind deplasarile lanturiler
cinematice cu un grad de libertate.

Determinarea deplasirvilor corpurilor se face pornind de la o deplasare
cunoscutd si tinind seama de pozitia centrelor de rotatic.

Un lant cinematic aledtuit din n corpuri are n centre absolute si C2 centre
relalive.

Pozitia centrelor de rotalie se determing ulilizind teorema de coliniaritate,
pornind de la centrele de rotatie a ciror pozitie se cunoagte*.

Se reaminteste teorema de coliniaritate a centrelor instantance, a cirei
demonstratic este dalid in cursurile de statics R R

* Observalic. Pentru un mecanism, articulatiile cu baza de sustinere sint centre absolute,
far articulatiile intericare sint centre relative. Pozitia unora dintre centre cste cunoscuta
prin datele problemei.
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Trei centre instantanee de rotatie a trei corpuri oarecare ale lanfului cine-
matic sint coliniare.

Se va ardta ci centrele relative ale corpurilor I, II si 111 sint coliniare
folosind notatia 72 73 23 si ci cenlrele absolute ale corpurilor 7 si Il si centrul
relativ. corespunzdtor sinl coliniare prin notatia 7p, 12, 2p.

Un centru de rotatie se va obfine ca punct de intersectie a doui directii
date de relatii de genul celor aritate mai inainte.

Astfel, pentru lantul cinematic din figura 1.4 existi:

— centre de rolatie a ciror pozilie esle cunoscuta (1 p, 3p, 12 5i 23);

— centre de rotatie a edror pozilic nu este cunoscutd 2p si 73.

Vid
/ﬂ
A

Fig. 1.4.

i» ~-
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Centrul absolut 2p al corpului 7] se determind cu ajutorul corpurilor 1
§i J1I, aplicind teorema de coliniaritate:

— 2 p cu ajutorul corpului I, 2p 12 1p;

- 2 p cu ajutorul corpului /17, 2p 32 Jp.

La intersectia celor doudi directii se afli centrul 2p.

Se observi e pentru a determina un centru absolut, trebuie si se porneasci
cw un corp al cirui centru absolut este cunoscut, precum si centrul relativ
al celor douit corpuri.

Centrul relativ 73 se defermini astfel:

— 13 cu ajutorul corpurilor Isilil, i3 1p 3p; ;
— 12 cu ajutorul corpului I7, 1a 21 23.

Cunoscind pozifia centrelor de rolatie, se pot determina proiectiile pe o
directie oarecare a deplasirilor corpurilor lantului cinematic pentru o depla-
sare dald unui corp din lantul cinematic.

1In statici se utilizeazi in mod obisnuit proicctiile deplasiirilor pe directia
orizontald si pe directia verticald.

Deplasirile raportate la cele doud axe de referintid se numesc epure de
deplaséri. {n aceste epure, in dreptul centrelor absolute deplasirile corpurilor
sint nule, iar in dreptul centrelor relative corespunzitoare doui corpuri au
deplasarea egali.

In figura 1.5 s-au trasat epurele de deplasiiri pe orizonlali si verticald
pentru o deplasare datd @y =1, in sensul acelor de ceasornic. Centrele de rotatie
se determind ca la sistemul din figura 1.4.

Se observii cit in cele doui epure. in dreptul centrelor absolute 7 p, 2p
si dp deplasirile sint nule, iar in dreptul centrelor relative 72, 23 si 73 depla-
sarile corpurilor respective sint egale.
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Proiectia deplasarii unui corp pe o directie dati are o variaiie liniari,
oricare ar fi forma corpului. .

Epurele de deplasiri se utilizeazd in calculul reactiunilor si eforturilor din
diferite sectiuni ale sistemelor static determina te, rezolvate prin metoda lucru-
lui mecanic virtual.

Principiul lucrului mecanic virtual cunoscut din mecanica feoretici se
enuntd astfel; condifia necesari si suficienti pentru ca un corp si fie in
echilibru este ca lucrul mecanic al fortelor exterioare ce actioneazi asupra
corpului, parcurgind deplasiri infinitesimale, compatibile cu legiturile, s
fie egal cu zero. Se demonsireazi cj $i reciproca esle adevirati.

In continuare se va prezenta modul de determinare a reactiunilor utilizind
acest principiu.

Se presupune un sistem static determinat actionat de o serie de forte date.
Pentru a determina una din reactiuni, se suprimi legitura corespunzitoare
reacfiunii ciutate si in locul ei se introduce o fortd sau un moment, dupé caz.

Sub actiunea fortelor date si a reactiunii, care alciituiesc sistemul de forte
exterioare, structura este in ‘echilibru, insi avind o legiturd mai putin a
devenit mecanism cu un grad de libertate, deci poate avea anumite deplasiri,
functie de un singur parametru,

Dind unui corp din ansamblu o deplasare compatibili cu legdturile sale si
finind seama de legiturile celorlalte corpuri, precum si de pozitia centrelor
de rotatie, se determini epurele de deplasiri pe orizontali si verticali. Din
epurele de deplasiri se obtin proiectiile deplasarilor punctelor de aplicatie ale
fortelor. Scriind ecuatia de lucru mecanic virtual egal cu zero, se obtine o
ecuatie cu o necunoscutd, care este tocmai reactiunea ciutati, Daci semnul
reactiunii este plus, atunci reactiunea are sensul ales initial, daci semnul este
minus fnseamnd ci reactiunea este de sens invers.
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In mod obignuit, in problemele in care se va utiliza principiul luerului
raecanic virtual, se va alege deplasarea inifiald astfel ineit calculele si fie
cit mai simple, iar necunoscuta cdutati si apard direct.

Pentru aceasta se va alege deplasarea inifiald egaléi cu unitatea si de sens
contrar necunoscutei ciutate.

Ecuatia de lucru mecanic va avea forma: S8+ ZP;M;=0.

Alegind §y=—1, rezulti: S=XP;%;, unde s-a notat cu S necunoscuta
problemei, cu 3, deplasarea necunoscutei S, cu P; — forta exterioari curentd,
iar cu n; — proiectia deplasirii punctului de aplicatie al fortei P; pe direc-
tia acestei forte.

APLICATII

5d se delermine analitic reacliunile din rezemdri la urmdfoarele sisteme:

Problema L1 (fig. 1.6). Se dau: p=2 tf/m; Py =61f; Py=41tf; =2 m; ¢ =60°+
Scriind ecuatiile de echilibru static, se obtine:

A

H4+P, cos a=0:Hy =--4VT'?‘_—.-2 V3 tf; Hy=—346 tf;

G im \}D: :
& Dtm‘mfé;. =

8
Al | %
j q 15 15a { 2a f

g | | Ve
Fig. 16.
TY=0

Va—P,—p2,5a—P,sin o+ Vp=0; Va+Vp=6-+10+2=18 ti;

S My=0

Va-6a—P,-5a—25ap-4,75 a—[’gé--2a=0;

Va=13,58 tf; Vp=18—13,58=4,42 tf.

Deoarece H 4 a rezultat cu semnul (—) minus, inseamui ci sensul real este
invers sensului considerat initial in calcul.
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Problema L2 (fig. 1.7). Se dau: p=1 tfjm; P=4 H; [=8§ T =Gt
S0 —Héwvzb.

TY=0; Va—p- +Vg=0.

3
M 4=0; —~V_;-)--I+p7- oy [+ P.h=0.

ptlin

[ w2,

Fig. 1.7.

Inlocuind cu valorile date, se abtine:
]1‘4:4 tf;

Ve tfi i T nan a6l o
G A i S

Vi=4d—6=-—2tf.

Determinarea reactiunilor se mai poate efeclua seriind dous ecuatii de
moment si o ecuatie de proiectie, pe o directie care si nu fie normali pe
dreapta ce uneste cele doui puncte fatd de care s-au seris ecnagiile de momente,
sauscriind 3 ecuatii de momente in raport cu 3 puncte care si nu fie coliniare.

2 X=—0: 0l —4 il
YMy =0; Vg=6 tf

- 1 ;
SMp=0; V, -8+H,-6—p ;’.leo

Vi %(-24-}-8):—2 tf.

Sensul real al reactiunii V4 este invers celui considerat initial in caleul.
Problema 1.3 (fig. 1.8). Pentru rezolvare se foloseste metoda separiirii cor-

purilor.
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Se separd corpurile prin indepartarea legiturii interioare din punctul ¢
si se pun in eviden{d componentele fortelor de legaturd, ca perechi de forte
cgale si de sens contrar pe cele doud corpuri. Seriind ecuatiile de echilibru
static pentru fiecare corp, se obtin doudi sisteme de ecuatii din rezolvarea
carora rezultd valoarea necunoscutelor.

ll{ -
I M,
= ‘“T\ 2
i f
M. 4
i
14
-
by
4
Fig. 18.
Corpul 1 SX=0; Hy—He=0 H,—Hp

IV=0; V,—Ve=0 Vu=V¢
EMe=0; V4 4—Hy4=0 V, =H,

Corpnl 1] 2X=0; He—Hp=0 He=Hg
LY=0; Ve+Vp—4=0 Vy4+Ve=d

E“f(,':(): ]'I];‘ ]0—-\’1;"1—-{4670 JO'HB—‘i:'VB::—‘Q‘l

Rezolvind sistemele de ecualii rezulti:
Hy=He=Hp=V, 4=V,
10 Hp—4(4—H )= —24
14 Hp==—24416; Hp=—0,57 tf.
Vip=440,57=4,57 tf.
Deoarece H,4, Hp si V4 au rezultat cu semnul minus (=), inseamni ci
reactiunile au sens invers celui consideral initial in calcul.

Problema 1.4 (fig. 1.9). Se dau: Po=2tfm P=4,51tf I=9 m h=6 m a=2 m.
Determinarea reactiunilor se efectueazi folosind metoda separdrii corpurilor,
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Se scriu ecuatiile de echilibru pentru fiecare corp si se obfine:
Corpul I: ;
B X i) 2.6.%_}14_"}1'0:0 H,+Hg=6
2Y=O VA—{—'VC?—‘O VAz——-VC

3 Me=0 VA~9+HA~6—2-6%---§—G=O 3V 32H, =3,

P 45tf
S He #
J 7
1 R
A 8l | | e
Bk g 2t
2 : i
[y 4)

Fie. 1.9,

Corpul I1:
SX=0 Hy—Hc+4,5=0 He—Hp=4,5
2Y=0 Vp—Ve=0 Vp=V¢
2Me=0 Hp-6—45.2=0 6Hp=9,

Din cele doui sisteme de ecuatii rezulti:

Hy=1,6t H, =6—6=0 VB==V(7=—V,,-=—-:-tf
Ho=4,5+1,5=6 t1 V=S 1 '\’pz—%tf.

Problema I.5 (fig. 1.10). Grinda cu console si articulatii din figura 1.10 se
rezolvi prin descompunere in elementele componente.

Daca pe grindd sint forte orizontale sau inclinate, efectul lor pe orizontala
este preluat de reazemul fix (in cazul de fa{d articulatia A).

Reactiunile verticale se determinii din rezolvarea fiecirui corp in parte,
pornind de la elementele care nu transmit efectul direct la teren, ci altor
corpuri ‘ale structurii.
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in cazul de fatd, rezolvarea se va face in ordinea urmitoare:
1) Grinda CD:
2Y=0; Ve4Vp—2.4=0

SMp=0; Vg-4—2.4.2==0 Veo=4 tf.
Vp=8—4=4tf Ve=Vp.

4tf 2tf), 2tf
A_45° B__CroToTTl | F F
i 3 s 12 4 3 5 L d
A 1 k] ;| \ (l
4 R,
A A N
Va Vs Ve Ve
2tf/m
LT
Vc 7
\ 2t
Ha ‘Vc ¥ ¢

——.
S
g
S
——
=
gt
=

Fig. 110,
2) Grinda ABC:
Ve

BX=0 Hy—4. 20 H,=2)3 #

2

= —
SMp=0 V,-6—4 1—22-.3+4,2=0 VA=~43i/2tf
o~ _20+15)2
; 2YV=0 Vp=== 5
3) Grinda DEF:
IMp=0; —4.84Vpe54+2.3=0 Vg=5,2 tf
2Y=0; Vp=6-52=0,8 tf VF=0,8 tf.

Problema 1.6 (fig. 1.11). Pentru determinarea reactiunilor se seriu cele 3
ecuatii de echilibru static si o ecuatie de moment zero in raport cu articu-
latia din C(M;,==0) a fortelor de la stinga sau de la dreapta:

TX=0; —H4+2.4—6=0
PVl Vy=Vp
SMa=0; —M4+Vg-6—6.-2+2.4. _:— il

tf.
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Pentru fortele de la dreapta articulatici: ) O rezolvare mai rapidi a problemei este urmitoarea: :
M;=0; —6.2--Vpo4=0.) : — Se determini reactiunea V¢ din conditia de moment zero in articulatia E
Rezolvind sistemul de ecuatii, rezulti: pentru forfele de la dreapta:
Ha =21, Vp=3tf, V=3 tf, M, =22 tim, Mig=0; —Vg-44+8=0; Ve=2ti.
| id Apoi: TMp=0; V,4-843.6—1.4.6+8-2,6=0; V=2t
e 8
; 10 . : 3 e
o ES—»—"O. —8— —1"1—~‘,);:-.)4:() ‘B:—;”
¢ 10 L g
M;p=0; —“.u4,__HA.g_:¢;.2_1.4.2=70; H = ‘;tf
S 3 s i » : 9 - : gy
é\ «|  Fig ILIL : TN =0; ~ —3+Hp=0; Hﬂz.x.’n.
@y &
4 p Se elimind in acest mod rezolvarea sistemului de ecuatii.
4 Bl i
L e . : . ¥ ’
MA\T//‘ ’ % ‘ Problema 1.8 (fig. 1.13):
: Ih z 1 4 11@ - S X=0; Hp—He=0
| i Y:O; V‘ —Jr Vu—l-- "’()—->3—2;'3"*2=0
Problema L7 (fig. 1.12): SNt ol e e
[EX=0; —H,—Hp+3=0 : : ZMe=0; V4-8~2.3.6,5~3:64Vp-4+2¢1=0
EY=0; V4—1:4+VytVe=0 : Mip=0; V4¢3--2:3.1,6-3.1=0
SMp=0; V4-84+3-6—1.4.6-+8—Vg-6=0 ‘ Mig=0; V4.5-2:3.3,5-3:34Vpel—Hg.4=0,
Mip=0; Vgq-44+H4-8-3.2—1+4-2=0 ‘ o
Ml —Voik-p =i | 21m] "
| A4 (TTTTTT)
Itm 2 . S ] Z[fl\
" -
Fig. IL12, [
| Hs | g 0 K,
1 _— N
/ r ge B
i Tar Lt o 7]
1 ; 1 i
Fig. 1.13
Rezolvind sistemul de ecualii, se obtine: Rezolvind sistemul de ecuatii, se ul)f.ine:
Ve=2tf, Va= =, Vp= 21t Vil Va=52i4l Voot
8 4 : ; 4 4
9 15 S 17
H = —tf, Hp= —tf. , Hp=— —1tf, Hp=— —tf.
ok g - 16 ¢ 16
2 — Statica constructiilor
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Sensul real al reactiunilor H j; si H ¢ este invers decit cel consideral initial
in calcul. ’

Problema 1.9 (fig. 1.14). Calculul reactiunilor la sistemul compus, din figuri,
se efectueazi separindu-l in doudt sisteme ABC si DEF. In prima etapi se
rezolvi cadrul superior DEF. Reactiunile determinate pentru cadrul superior
se introduc ca actiuni pe cadrul inferior.

Pentru fiecare din cele doud cadre, ealeulul se efectueazd printr-una din
metodele aplicate mai inainte.

" F . b
S - SF
b JM M
- o £l _ | 2 E |t
! . %
2 v, ¥
17tm e L L
D
T w lﬂif "
& a Y
Al B Ho ) He
¥ix ’ ,4{'\, Hy )
2
1 z w2 thm
a r D
I 4,
a} A A 8 .
s i
t A
6)
Fig. Ll4.
Cadrul DEF:
S X=0; Hp+Hp=6
SMp=0; 2.3.1,5—Vped=0
TY=0; Vp=Vg
Mip=-0; Hp-3—2.3.1,5—V;.2=0,
Rezulta: Vp=2,25 tf; Vg=2,25 tl; Hp=4,5 tf; Hg=1,5 tf.
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Cadrul ABC:
2 X=0; Hy+Hp=Hp+Hpg
23’::0; ‘«'7A+VD——6——VE+"’B=O
SMp=0; Vy-44+(Hp+Hp)-3+Vp-4—6.2-12=0
Me=0; V4 24-H, 34+Vp-2=0.
Rezuvlti: Vi=— 2 th V= . .
4 1
) H’A:—'*l ft., HL»‘“—TT tf.
V4 81 H,4 au rezultat cu semnul (=) minus, deci in realitate au sensul invers
decit cel considerat initial in calcul.

Problema I.10 (fig.1.15). Sistemui se descompune in trei structuri static deter-
minate, cadrul cu trei articulatii CED, precum si stilpii in consoldi AC si
ED care se vezolvd separal incepind cu cadrul superior CEI}. '

Cadrul CED

S X=0; He=H)j
TY=0; Ve-+Vp—1-2=0
E'lwl)::(): ‘/C‘l‘*"] '2-3::()
Mip=0; Vg 2—Hep-3—-1.2-1=0,

Rezolvind sisternul de ecuatii se obtine:
chl,{') tf, VD::O’S tf, H(‘:

it H,,::-l; i,
Consola AC i

1
3

S X=0; [-IA=H<J:%tf
DY=0; Va=Ve+1-2=35 if
BMg=0; —My+Vy-2—Hg:6—1.2.1=0, Ms=3 tim,

an
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Consola BD
TN =0; HB::H])z’—;— tf

.

PV =0; Vp=Vp+2=25 tf
S Mp=0; —Mp+Hg+6+2.4—Vg.2=0, Mp=5 tim.

Problema I.11 (fig. 1.16). Se separa sistemul in trei structuri I (CFEGD),
I1I{AC) si III(BD) si se rezolvi separat. '

St Jif
6
|2t
<
Py o=
o 7
W e u b
g emecancliy.
8 L xS
e e Gl g z ¥
) 1 v
. A,
Al 2 Bl
., Q«’M,
1 n
Fig. L.16.

Cadrul CFEGD
33X =0; 5—He—Hp=0

Y =0; —Vg—2+4+Vp=0
SMp =0; 5.6—V-12-2.3=0
Mip=0; Hg:-6—Vp-6=0.
Rezolvind sistemul de ecuatii, se obtine:
¥e=21t, Vp—Aat, He=21, Hp=31t

Consola AC
Y X =0 vH = Hy=—-2t

Y =0; Vy=Vg=2tf

SMe=0; —My+H, 6=0, M,=12 tim.
Consola BD P
YX =0; Hp=Hp=31f

Y =0; Vp=Vp=41tf
S Mp=0; —Mp+Hp-6=0, Mp=18 tfm,
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Sd se delermine cenlrele inslanlanee de rolalie si sd se traseze epurele de
deplasdri — pe orizonlald si pe verlicald — la urmdtoarele mecanisme, peniru
deplasarea virtuald indicald la fiecare caz in parle:

Problema I.12. 53 se determine epurele de deplasiri pentru 0,= -1, la meca-
nismul din figura 1.17.

Centrele instantanee absolute si relative care apar direct pe schema meca-
nismului sint: Ip, 3p, 12 si_23.

Centrul absolut al corpului I/ se determind cu ajutorul teoremei de coli-
niaritate (fig. 1.17, b):

2p 12 1p_,
o TR S

Centrul relativ al corpurilor 1 gi 11l se determind in mod aseminitor:

18 1p

13 18 =218

Oz
Lo

~ Se observi cé centrul relativ 713 se afld la infinit pe orizontali. Deoarece
in dreptul acestui centru corpurile / si JII au deplasarea egald (in epurd se
intersecteazd in acest punct), rezultd cit ele in pozitie deplasatd sint paralele,
adicd au acelasi unghi de rotire:

7
Hre=lz==ln 62::1
RN W TR S or T YN SIS O

Problema-1.13. Si se traseze epurele de deplasiri pentru deplasarea articula-
tiei A pe verticali cu cantitatea A,=1, la mecanismul din figura 1.18.

Centrele instantanee care apar direct pe figura sini: 7 p, 3 p, 12, 23, 34.
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* Celelaite centre instantanee se determina astfel:

2 : ) :
Zipilg A 9 : 24 23 34 __,
2p 88 - 8p T °F by ggoige g, ~H A8
da: F2 2% . a3 : 4 13 34
13 1p 3p B 14 1Ip 4p->14
4p 34 3P—->4p
4dp | pe reazem).
Lyr’*—-zr‘—“‘
& R N
b I TGPl
| e
| IS @
! - - -
i L
I
i N
! /4

] e

A £ e

Calculul deplasarilor:

Tinind seama de aseminarea triunghiurilor, se obtine:

B A(I p—12—13)~A(I p—23—2p)

6 i 9 4
Np=9:0,=2,25; =,=0,.12=3; n=2-0=

2,25 1
-3_ =y =9 03:_1___

ICH

0, si 7, sint functie de unghiul a.

Problema I.14. Se da deplasarea relativi a corpurilor 1 si 11, egald cu A=1,
Se cer epurele de deplasdri la mecanismul din figura 1.19. Y 3
Centrul relativ 12 se afli la infinit pe directia celor doi penduli de legd-

turd dintre corpurile I §i I1. De aceea, corpurile J si 17 se deplaseaza paralel,
rezultind 0;=0,.

CALCULUL REACTIUNILOR 23

In figuri, sigetile indici sensul de deplasare a celor doud corpuri. Intrucit
deplasarea datd nu apare in adevirata mirime in epurele de deplasiri, trebuie
determinate proiectiile ei pe verticald si orizontald. Proiectia deplasirii pe
verticald este cos o, iar pe orizontali sin .

Fig. L19.

Pentru determinarea rotirilor 6, 0, si 0, este necesar si se cunoascd pozitia

centrului absolut 2p.

Din figurd rezulta:

2
Z=2; g=1
3 6
H
lg o= L2
]
2
y= -1 (1
6—ux y—2

2=V y=14—2a. 2
6—x-ta 1 ¥ " ( )

Introducind in (1) rezulta:
z=5,125 m, y=3,75 m

1

Ccos ¢
fy=lly= o 5,125

x

3
i
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24
Itf)m
:4// \\
> e

o
e ‘L4

A

3
4tf
St |

Fig. 1.21.

v
Ttm
tf / \% Ik
Ha
D i 7= £
7
g

Problema I.15. Si se de-
termine reactiunile H, si
Vg la structura din figura
1.20, utilizind ecualiz de
Iucru mecanic virtual.

Delerminarea reactiunii H,

Se indepirteazi legitura
corespunzitoare reacliunii
si se introduce o forta H,
pe directia legiturii supri-
mate. Corpul este in echili-
bru sub actiunea fortelor
exterioare, dar existi posi-
bilitatea unei deplasiri pe
directia necunoscutei intro-
duse.

Se observi ci cele doud
reazeme simple permit de-
plasarea numai pe orizon-
tald. Corpul se va deplasa
paralel cu el insusi. Ecuatia
de lucru mecanic virtual
egal cu zero este:

4.1-H,-1=0,
De unde rezulti H 4 =4 tf.

Delerminarea reaciiunii Vi
(fig. ' Li21).

Se traseazi diagramele de-
plasiirilor pe cele doud di-
rectii (orizontali si verti-
cald) si se determini ordo-
natele deplasirilor in drep-
tul fiecirei forte. Se scrie
ecuatia de lucru mecanic
virtual, din care se calcu-
leazii valoarea necunoscutei
Vg.

1 3 3

O:——; == —3 o ST ——
5 il 1 N2 y

4-%4,1.3 Yy il
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Problema I.16. Si se determine reactiunca
Hp la structura din figura 1.22, utilizind
ecuatia de lueru mecanic virtual.

S-a inlocuit legitura corespunzitoare re-
actiunii Hy cu o for{i. Sistemul se transfor-
ma intr-un mecanism cu posibilititi de de-
plasare. Centrele relative de rotatie se de-
termind aplicind teorema de coliniaritate.

Centrele 7p si 72 fiind cunoscute, centrul
absolut 2 p se afli la intersectia directiei
Ip--12 cu normala la reazemul simplu din
B. Se traseazi epura de deplasiri pe orizon-
tald, se determind deplasirile forielor si se
scrie ecuatia de lucru mecanic virtual egal
cu ZEero.

Din aseminarea triunghiurilor:

A@2p, 12, )~A(2p, a, b)

b/l 5 e b n_ 12
1 Cp—a fe 00
A(lp, 12, e)~A(Ip, d, ¢)
et i
Bt (1ip—d) : n 8
9% 8 9

Yo ==t g T
e R w=g
[
—HB'],—+-4' %—’;0 fIE’::I,B t:
bl

Problema L.17. La sistemul de la aplicatia
1.16 sa se determine reactiunea Vg prin ace-
easi metoda (fig. 1.23).

Se determind pozitia centrului instantaneu
2 p din asemdnarca de triunghiuri:

A{Ip, 2p, ay~A(1p, 12, b)

ol R R

e
b, 12) (b, 1p) g

4
(a, 2p)=—
@ 2p)==
Din diagrama deplasiirilor pe verticald
rezulti:

4
p 4~_g— 9
d =22, de unde =
S 5

3

Fig. 1.22.

Fig. 1.23.
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Pentru a calcula 7, este necesar si se cunoasci valoarea rolirii 0,: Pozitia centrelor absolute 2p si 3lp se determini din aseminarea de tri-
: unghiuri:
% : e 4 : A(AB2p)~A(2pED); (2pD)=6 m
(‘)1=ﬁ = =, apoi p= — 8= — =0,8.
4 4 1 10 5 A(2 pGF)~A(FH3 p); (c3p)=4 m
Ecuatia de lucru mecanic virtual este: 1 n
s 92=: — 01= -_— -_:02
' 12 6
Pl ) adicd Vap=~ 2t
—Vg-1-44 . =0, adicd Vz=3,2 {f i o )i ; S )
nl:;’ ng=0; :—_3’ Ng= E—n2= -(?’ 1]4=62-3=83.;j
Problema I.18. Si se determine reactiunea Hy la structura din figura 1.24, :
utilizind ecuatia de Iucru mecanic virtual. . Deci G3=0,= —.
Se suprimi legitura corespunzitoare reactiunii Iy si se introduce pe aceasti 12
directie o forfd. ' -— Ecuatia de lucru mecanic virtual: -
= an —Hps14+20m,+204 qg+6+0,=0
o "
- Hp= :7 tf.

|
R
|
|
<«

Sd se delermine grafic reactiunile la urmdtoarele sisteme:

Probiema 119 (fig. 1.25). Se construieste poligonul fortelor si poligonul
funicular. Ambele trebuie si fie inchise, pentru ca rezultanta R si fie egala
cu zero,si momentul 3 pentru orice punct din plan si fie egal cu zero,

2F P
A
1
Fig. 1.24. .
|
i G Sl
; .
Fig. 1.25.
) ' Problema I.20 (fig. 1.26). Pentru ca un corp si fie in echilibru trebuie ca
In sistem sint 3 corpuri. Centrele de rotatic necunoscute se determini astfel: fortele ce actioneazi asupra lui si fie concurente intr-un punct (M=0). Reac-
i tiunea din reazemul B are directia cunoscuti, perpendiculard pe planul de
2 pee 2p 12 1Ip rezemare. In cazul de fati este verticali. Directia reacfiunii din articulatia A
Y oo 2 p pe normala la reazemul simplu din B. trebuie si treacd prin punctul C de intersectie al direcfiei Rp cu directia
fortei P. = % : i :
3 pe dp 23 2p Cunoscind directiile reactiunilor din reazemele A si B, mirimea lor rezulti

3p pe normala la reazemul simplu din C. : din poligonul jinchis al fortelor.



28 STATICA CONSTRUCTIILOR

Problema 1.21 (fig. 1.27). Corpul BC nefiind solicitat decit de fortele de
legiturd din B 1 C, pentru echilibru trebuie ca aceste doud forte si fie coli-
niare, egale si de -sens contrar. \

Corpul AC trebuie sd fie in echilibru, sub actiunea forfelor P. R¢ si Ry.

Cunoscind directia Rg, se determind punctul de intersectie D al acestei
reactiuni cu direcfia forfei P, prin care trebuie si treaca si Ry.

Fig. 1.27.

Din triunghiul fortelor se determind R4 si E¢ §i apoi Rp=Rg.

Problema I.22 (fig. 1.28). Determinarea reactiunilor se face considerind ci
sistemul este actionat numai de forta P si se obtin reactiunile R} si Rp,
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apoi, considerind ci este actional de forfa 2 P se determind R% si R} (ca la
problema precedenti). Reactiunile reale se obfin din insumarea reactiunilor
partiale, si anume:
’ R4=R4+R}
Rg=Rp-+ Rp.

Fig. 1.28.

2P

£
Fig. 1.20.

Problema I.23. Si se determine direclia si sensul reactiunilor la structura
din figura 1.29.

Bara EF fiind dublu articulati si neincircati, fortele de legitura din arti-
culatiile £ si F sint coliniare avind directia barei EF.



